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� ��"	� �� �; �"	�� ������ ��
	
� ����.��� �� X ( -�	� 	
�	� 	
� 	�� ������ �� ΣX ��� μX

�� ������� ��� ��# "
���� ��� 	���(
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���(
����� 	������ ��	������ 	
� ������	��� �� ��� ����.��� ��
�.����� ��� Ttr 	��� ���	�( 1� 	
� .���� �� 	
� ��	
���
��� ���� ΣX ��� μX �� ��	���	��( �	 	
� ��� �� � 	������
��	����� �� ����"	 � ��.��	 S �� ����.��� �� X ( *� "���
	
��� ����.��� ���
��
� � �

��
� �
��� �� ��� 	� 	
�
�������� ����.��� �� �����
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� � ���

��
�( *� ������
	
�	 �.������ � ����.�� xi ��"�� � "��	 ci > 0( $
�� "��	 ��#
� ����	 	
� "������� ����# �� � ����� � 	
� ���
���
��"��� �� ��	
���� 	
� ��	� ��� � ����(

����� � ��	����� ��	������ �.����� ����.��� �"	 ��
����	�� ��� 	
�� ������	���� �� "����"	��( �������	�#� 	
�
������	���� �� 	
� ���.����� ����.��� �� Y = X \ S ��
��	���	�� .# ����� 	
� ������	���� �� 	
� �.����� ����.���
��� 	
� ������	��� ����� .# ΣX ��� μX "��"���	�� �� 	
�
	������ ��	����( 1 ��	����� ��	����� ���	 Top 	��� ���	�( �	
��"
 ���	 t� � ������	��� ��"	� st �� 	
� ����.��� �� S ��
�.�����( 1� 	
� .���� �� 	
�� ��"	�� �� ��"
 ����.�� y ∈ Y �
�� ��	���	� �	� ������	��� ŷt( *� ����	� .# ŷt(st) 	
� ��"	�
�� ��	���	� ������	���� �	 	��� ���	 t(
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� �� ��"��� �� 	
� ��	���	���  �"���( *� ��� 	
� �
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�����
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yt� 	
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MSE(ŷt(st),yt) =
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y∈Y

(yt − ŷt)
2 A4B

*
�� yt �� 	
� 	�� ������	��� �� 	
� ���.����� ����.�� y
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 � 	�����#
����"	��� 	
� ��	 �� ����.��� S∗ ⊆ X 	
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∗
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)
,

�(	(
∑
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ci ≤ B
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�	 	
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f(X) ≈
1√

2π det(ΣX)
exp

(
−
1

2
(x− x̄)TΣ−1(x− x̄)

)
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�� � ����� vx � "��	 cx� ��� � .����	
B( $
� ���� �� 	� :�� � ��	 �� ������	� S∗ ⊆ X ��"
 	
�	
	
� ������	� �� S∗  ����� ��;���� ����� ��� ��"� � "��	
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� �� ��
	
� ���� μY ( $
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� .����	 "���	���	� .�"���� 	
� ��� �"��� ��� ������	� ��
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��.������( �� �� �;�� ��� ��	 �� "������ 	
� ��	 �� ����.���
X = {x1, x2, x3, x4} ��	
 	
� ��������� "������"� ��	�;&

ΣX =

⎛
⎜⎝

x1 x2 x3 x4

x1 1.8485 0.8515 0.7463 1.1311
x2 0.8515 0.6408 0.3679 0.9206
x3 0.7463 0.3679 0.5307 0.4066
x4 1.1311 0.9206 0.4066 1.3816

⎞
⎟⎠

)	 "�� .� �
��� 	
�	 ��%{1} − ��%{1,3} < ��%{1,2} −
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�� ��"	��� �� ��	���"� 	
�� 
����	�" ����	���� 	� ��
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� ����.�� yi ��&
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∑
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� ����"	�� ����.���&
����� ��	���	 A�B ��� ��	� "��	� ��	���	 A.B(

��� �� 	
� 	������ ��	����� � ��� ��	 �� ����.��� �� ����"	��
.# �� 
����	�"� �� 	
� ��;	 � ��	����� ��	����(

*�  ������ ������ �; �����	� �� �#�	
�	�" 	�"��
��	
 �; ����	����# ���	�.�	�� ����� ����.���( >���� 7 A"B
�
��� 	
� �	���# �	�	� �
�� �� "
���� �""�� �� 	
� ����.��
���	�.�	����( ��	
���
 	
� ��"��� ��% �� 
��
� 	
�� ��	

�C� ����.���� 	
� "
���� ��	�"	��� ��"
����� �� �.��	 ���
"��"	�# ����	�:�� �� "
�����( >���� 7 A�B �
��� 	
� "��� ��
 �����" "
����� ���# 500 	��� ���	�( ���� �� 	
�� "��� 	
�
��"
����� � ���# ��	�"	� � "
���� �� �	 �""��� ��� 	�����
	
� �	�	 � ��� 	������ ��	����(

)� ��� 	� 
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���
	 	
� .���:	 �� �� "
���� ��	�"	���
��"
����� �� ��� �"������� �� :�	 �
�� 	
� ��% ��� 	���
	
�	 ����� .� ��"��� .# ��	 � ��	��� 	
� ������	��� ��	

	
� 	�� ��� ��	���	�( >���� 8 A�B ��� A.B �
��� 	
� ����	�(
)� .�	
 "����� 	
� ��% �� ���	����# "���� 	� 	
� �; �"	�� ������
�� 	
� ����.�� ���	�.�	���� "�� .� ��""�������# �  �;���	��
�� �C� ��� 	
�� ���	�.�	��� ������ �	�.�� �� �  ���� ��
	���( ,������ ������ ��"	�� ��# "
���� 	
��� "����	����(
�� �� �;�� ��� �� 	
� ����� ��	���	 	
��� ��"	�� ��"����
	
�  ���	��� �� 	
� ��� ��� 	
� �������	� �� 	
� "������
�
��� �� 	
� ��	�"��	� ��	���	 	
� ������� ���	�.�	��� ���
	
� /�. ����"�	���( �� � ����	� �� .�	
 "���� 	
� ��	���	���
 ������"� �� 	
�  ���"	��� ��"
����� �����:"��	�# �����
��� 	��� A��	� 	
� �����	
��" �"��� �� 	
� #2�;��B(

*� ��� "������ 	
�  ������"� �� �� �  ��"
 .#
���.���� 	
� "
���� ��	�"	��� ��"
������ �� 	
� ���� �"�2
�����( >����� E A�B ��� A.B �
�� 	
� ��% ��� 	��� �� 	
�
����� ��	���	 ��� 	
� ��	�"��	� ��	���	� �� �"	����#( )� .�	

"����� "
����� �� ��""�������# ��	�"	�� ��� 	
� ��"��� ��
������ ���	����# �	�.�� ��	�� � ��� 	������ ��	���� �� �	�	��(
)	 �� ��	���	
# 	
�	 	
� ��% �� � 	� 	�� ���� �� �����	���
���� 	
�� 	
� �� ��"��� �
�� �� � ��	� ��  ������(

D)))( �%<�$%� *1��

$
� ������ ���	 �� � ������� �� 	
� ���"	��� �� 	
�
����	���� ���
��� 	
���
 	
� ��	���	��� �� ���.�����
���������	� 
�� .��� �����# �����	���	�� ����� 	
��
����
���
� � �����
��
� �
����	( C����	�" ������ 385� 3E5 ��
������# "�������� �� 	
� "��	�;	 �� ������� ����� ��	����
��� �; ���	 	
� � �"��� "����	��� �� ���������	� �� 	
�
��	���	���  �"���( )�  �"	�"� ��"�	��� ��	��� ������	���
��# ��	 .� ������.�� � �""��	�� ��� ��� �� �	��	�# 	
���
	�"
��9��� "����	 .� �  ���� 	� ��	��� ���������	� ��"
 ��
��	� "��	�� �
�� 	
�� �� �� ��	��� �� ���	��"�(
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���� ��	�"	��� ���.���& �����
��	���	 A�B ��� ��	� "��	� ��	���	 A.B(

!�� ����� ������� .���� �  ��"
�� 3@5F3465 �"���	�"	
	
� ������� �(�( 	
� ���� ��	 �� �������� ��� � ���"��
� ����	�	��� �� � ��"	���� � �"� ��	
 ���� ����������( ��2
"��	 �����"�� �� 	
�� 	�"
��9�� ��"�� �� 	
� ��	���	��� ��
���	�2����������� ������� 3=5F3445( $
��� �  ��"
�� �����#
��"�� �� 	
� �"���	�"	��� �� 	
� ������� ������� ��� ���#
��������# ������ 	
� ����	� ����"	���  �.���( *� ��� 	
�
�  ��"
  � ���� �� 3@5 �� "�� ������ ��	
 �� ����	����
�� 	
�� ���(

1	
� ���� ���	�� 	� ��� "������ 	
�  �.��� �� ��2
��"	��� 	
� � 	���� ��.��	 �� ����	�� ��� � ����� ��	 ��
��� 	� �������� �� �� ��	�"( ������	 	
���� 	
� "�����	
	� �� ��� �� ���� 	
�	 "������ 	
� ���	�����	� /���	�#
C������� ������� 34E5� 34@5� 36?5F3675( $
� ��� �� 34E5�
34@5 �	����� 	
�  �.��� �� � 	������� �����  ��"����	� 	�
����	� C������� 0�"������ �
�� 	
� �./�"	��� �� 	� ��;�2
���� 	
� ����� ����������� .�	���� 	
� "
���� ��"�	���� ���
	
� ��"�	���� �
�"
 �� ��	 ����"	��( $
��  �.��� �� �
���
	� .� -02,�� ��� � ����# ����"	��� �����	
� �� �
��� ��
(1−1/e)2�  �;���	�( ������ (1−1/e) �  �;���	��� ����	�
�� �.	����� �� ��	���	� �./�"	���� �� ���������� 	
� ���
������ �� "��:���"� ���� ���� �� � ����� ����"	���  �.���
�� 36?5 ��� �� 	
� D2� 	�����	# "�	���� �� 	
� "��	�;	 ��
.�	"
 �"	��� ������� �� 3645( ��� �� 	
��� ����	� �� �.	�����
.# �
����� 	
� �����������, �� 	
��� �./�"	��� ���"	���� ���
	
�� ��������� 	
� "���.�	�� ����	 .# -��
���� �	 ��( 3485
	
�	 �
��� 	
� �������� (1 − 1/e) �  �;���	��� .���� ��
� ����# ����"	��� �����	
� �� ��, ����	��� ��.������
��	 ���"	���( �� �� �
�� �� ��"	��� )))2�� 	
� ��% ���"	���
"�������� �� 	
�� ��� �� ��	 ��.������� 
��"� 	
� �.���
"�	�� ����	� "����	 .� �  ���� 	� ��  �.���(

$
�  �.��� �� ����"	��� � ��	 �� ����	�� 
�� .��� "��2
������ ���� �� 	
� "��	�;	 �� �
����� ����	���", 3685� 36E5(
$
��� �  ��"
�� ��� �	 ��	���	��� 	
�  ������"� �� 	
�

��	����  �	 �� 	
� ��	��� ����� 	
� ���2	�2��� ���������	�
 ������ .# ����	��( 1� �  ��"
 �� "�� �����	�# 	�
	
���� ��� "���� .� ���� 	� ��	
� ���"� 	
� ���
��� ��
��	��� 	����� 
#(

$
� ��� �� 3665� 3675 "������� 	
� ��% ��	�" ��
	
� ��.��	 ����"	���  �.��� ��� �
��� 	
�	 ���� "�	���
�	�"	���  � �	��� �� 	
� "������"� ��	�;� 	
�  ������"�
�� � ����# ����"	��� �����	
� "�� .� "
��"	����� �� 	��� ��
�� �  �;���	� ��	��� �� ��.�������	# "����� ��.�������	#
�	��( $
��� ���� ��"�� �� �"������ �
�� 	
� "����	���
��	�; �� ������� 	� .� �	�	����#( ,������ �� �
��� .# ��
�; �����	�� 	
�� �� �� ��� 	�� �� ���2���� ��	���	�( )�
	
�� ���� �� ������ �� ������ ������� .���� �  ��"
 	
�	
��	���	�"���# ���	"
�� .�	���� ������� ��� ��	���	���  
����
����� � "
���� ��	�"	��� �����	
�(

1	
� ���� �� 	
� "��	�;	 �� ����� ��	���� ���� ��� ��
���������	 "����	��� 36@5� 36I5( �������	�# ��� �� ����
	
��� �  ��"
�� ��"�� �� ���������� 	
� ��	��� ����#
"����� 	��� �� 	
� ��	��� ��� �� ��	 � �"�:"���# 	���	 	
�
��	���	��� ��(

)N( !1-!<��)1-�

)� 	
��  � � ��  � ��� �� ������ ��	
�� 	� ���"�
	
� ��	��� ����	���� ���
��� .# �; ���	��� ���������	
"����	���( *� ����� ���������	� �� ������	���� �� �C�
����� ����.��� ���  � ��� �� ��	���	��� ������� 	� ��	�2
��	� 	
� ���.����� ����.��� ����� 	
� "����	��� ��� 	
� �2
�����	��� �� 	
� �.����� ����.���( *� �
�� 	
�	 ����"	��� 	
�
.��	 ��	 �� ����.��� �� -02,�� ���  � ��� 	
�� 
����	�"�
.���� �� � � �"��� "��� �� �
�"
 	
�  �.��� "�� .� ������
��:"���	�#( *� ����  � ��� �� ������ "
���� ��	�"	��� ��	
��
�� ��� 	� ���� ��	
 	���2��#��� ���������	 ���	�.�	����
��� "����	���( *� ������	� �� �  ��"
 �� �#�	
�	�" ���
��� 	�"�� ������	 �  ������ ����	��� .���� �� "�� �����
�������( �����	� �
�� 	
�	 �� ��	
�� ��	 ����� 	
�  ���2
��� ����	��� ��� �	 ���"�� 	
� ����	���� ���
��� � 	� 50%
�
��� ��"���� �� � ��� ��	���	��� ��( )� ����	���� �� �
��
	
�	 	
� "
���� ��	�"	��� �����	
� ���"�� 	
� ��	���	���
�� � 	� 	�� ���� �� �����	��� "�� ��� 	� 	
� "���
�� �
�"
 "
����� �� ��	 ��	�"	��(

�00%-�)N

(�����
 +� &
� X �
 � �
� �� '() ������ ������
�* ���"
��
��	
 μX ��� ����
����� �����+ ΣX * �"
 ������ ���� ��
������
� {x∗j1 , x

∗
j2
} �"�� ������#
� �"
 ��� �� 	��
� �,$
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{x∗j1 , x
∗
j2
} = arg max

xk,xl∈X

(∑N

i=1
(σ2

ikσll + σ2

ilσkk − 2σikσilσkl)

σkkσll − σ2

kl

)

�����$ <�	 �� "������ 	�� ����"	�� ����.��� xk ���
xl� ��	 S = {xk, xl} ��� Y = X \ S( ����� 	
� �C�
��	���	��� ������� 	
� "����	����� "������"� ��	�; ΣY |X

�� 	
� �������� (N − 2) ����.��� �� ����� .# ΣY |S =
ΣY Y −ΣY SΣ

−1
SSΣSY � �
�� ΣY Y �� 	
� (N − 2)× (N − 2)

"������"� ��	�; .�	���� 	
� ���.����� (N − 2) ����.����
ΣY S = ΣT

SY �� 	
� (N−2)×2 "������"� ��	�; .�	���� 	
�
(N − 2) ���.����� ��� 	
� 2 ����"	�� ����.���� ��� ΣSS ��
	
� 2× 2 "������"� ��	�; .�	���� 	
� 2 ����"	�� ����.���(
Σ−1

SS "�� .� �; ����� ��&

Σ−1
SS =

1

σkkσll − σ2
kl

[
σkk −σkl

−σkl σll

]

�# �; ������ 	
�  ���"	 	�� ΣY SΣ
−1
SSΣSY � 	
� ��������

��	��� dii �� �� 	
� ���&

dii =
σ2
ikσll + σ2

ilσkk − 2σikσilσkl

σkkσll − σ2
kl

∀i ∈ {1, . . . , N}, i �= k, l

<�	 ��%S � ����	 	
� ��	���	��� �� ��"��� ����� 	
�
����.��� �� S� xk ��� xl( ���"� 	
� ��% "�� .� �; ����� ��
	
� 	�"� �� 	
� ��	�; ΣY Y − ΣY SΣ

−1
SSΣSY � �� 
���

��%S =
N∑
i=1
xi /∈S

(
σii −

σ2
ikσll + σ2

ilσkk − 2σikσilσkl

σkkσll − σ2
kl

)

=

N∑
i=1

σii −

∑N
i=1 σ

2
ikσll + σ2

ilσkk − 2σikσilσkl

σkkσll − σ2
kl

$
��� 	
� � 	����  �� �� ����.��� {x∗j1 , x
∗
j2} 	
�	 ����2

����� 	
� ��% �� ����� ��&

{x∗j1 , x
∗
j2
} = arg max

xk,xl∈X

(∑N

i=1
(σ2

ikσll + σ2

ilσkk − 2σikσilσkl)

σkkσll − σ2

kl

)
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