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Nie jest latwo recenzowaé ksiazke ktora dotyczy dziedziny ktoéra sie kiedys akty-
wnie uprawialo. Jeszcze trudniej kiedy po 30 latach czyta sie tekst blisko powiazany
z dwiema ksiazkami ktére byly niejako klasyka dziedziny, (przynajmniej w jezyku pol-
skim) mianowicie “Teoria Mnogoéci” Kuratowskiego i Mostowskiego! oraz “Podstawy
Teorii Mnogosci” Guzickiego i Zbierskiego, moich kolegéw i wspdétautoréw. Z czterech au-
toréw tych ksiazek trzej nie zyja. Ich ksiazki (obie ukazaly sie w roku 1978) napewno sa
wyczerpane. U”ywaé bede skrotu “KM” kiedy bede porownywac zawartosé recenzowane;j
ksiazki z monografia Kuratowskiego i Mostowskiego.Poréwnam tez recenzowana ksiazke
tylko z KM.

Od razu na wstepie wspomne ze recenzowana ksiazka jest nowoczesna i zawiera wiele
wynikéw tak klasycznych (t.j. takich ktére mogly by by¢ zamieszczone w KM) jak i
uzyskanych po r. 1978. Dowody sa napisane bardzo troskliwie a korekta zrobiona bardzo
solidnie. Punkt widzenia autoréw jest silnie motywowany przez zastosowania topolog-
iczne i autorzy poswiecaja wiele miejsca zagadnieniom zwiazanych z topologia ogdlna
(nawiazujac w ten sposéb do klasycznej Topology Kuratowskiego i Topologii Ogdlnej En-
gelkinga.

Teoria Mnogosci ma w Polsce wielkie tradycje — szereg wielkich nazwisk wystepujacych
w “nazwanych” twierdzeniach to Polacy: Sierpinski, Kuratowski, Tarski, Ulam, Linden-
baum, Banach, i inni. Ich dorobek jest czesto cytowany w recenzowanej ksiazce.

Teoria mnogosci ma dwa nurty. Jeden jest motywowany zastosowaniami w klasycznej
matematyce (topologii, analizie funkcjonalnej, do pewnego stopnia takze w algebrze).
To jest punkt widzenia reprezentowany w recenzowanej ksiazce. Mozna y nawet rzec ze
teoria mnogosci zostata stworzona by da¢ matematykom swobode w operowaniu takimi
pojeciami jak relacja, funkcja, rownolicznosé czy porzadek. Dzieki teorii mnogosci nie

IBylem pierwszym czytelnikiem drugiego, trzeciego i czwartego wydania tej monografii.



musimy sie zastanawia¢ czym jest, na przyktad grupa. Pojecie to (jak i wiekszo$¢ innych
formalizuje sie w teorii zbiorow w naturalny sposéb. Ale jak juz zaczynamy sie postugiwaé
pojeciem zbioru to pojawia sie pytanie jakie sa reguty manipulowania zbioréw, i jakie rozu-
mowania dotyczace zbiorow sa poprawne. Ten drugi nurt jest motywowany koniecznoscia
zrozumienia istoty pojecia zbioru (wiec bardziej filozoficznie zorientowany). Ten kierunek,
acz wspomniany w ksiazce, jest w niej wlagciwie pominiety. Ze za$ recenzent wywodzi sie
z tej drugiej orientacji ktérej zrodia znajduja sie w pracach Godla i Mostowskiego, nieco
to razi i pewne mysli krytyczne nie moga by¢ pominiete w tej recenzji. O tym jednak na
koncu.

Recenzowana ksiazka sklada sie z czterech czesci mniej-wiecej tej samej objetosci. Pier-
wsza z nich to “Elementarna Teoria Mnogosci”. Jest to standardowy przeglad podsta-
wowych faktéw teorio-mnogosciowych. Swego czasu (ale byto to 30 lat temu) wyklad p.t.
“Wstep do Matematyki Wspélczesnej” (rozwiniety przez p. Profesor Rasiowa) pokrywal
material owej pierwszej czesci, zawieral on tez elementy logiki ktéra, w zasadzie, nie
wystepuje w recenzowanej ksiazce.

Druga czes¢ ksiazki, “Aksjomatyczna Teoria Mnogo$ci” zawiera bardziej zaawansowane
zagadnienia teorii mnogosci, w szczegolnosci teorie liczb porzadkowych i kardynalnych. Tu
jednak autorzy (w rozdziale 9ym) ida znacznie dalej niz poréwnywalne czesci KM, dysku-
tujac twierdzenia podzialowe (poczynajac od Twierdzenia Ramseya a nastepnie szereg
jego uogdlnien), stacjonarne podzbiory zbioru porzadkowych liczb przeliczalnych oraz tzw.
Aksjomat Martina (postulujacy istnienie filtréw w pewnych zbiorach uporzadkowanych).

Trzecia czes¢ ksiazki “Klasyczne konstrukcje teorii mnogosci” sktada sie z szesciu
rozdzialéw ktore, acz bez watpienia motywowana przez badania teorio-mnogosciowe, naleza
do innych dzialéw Matematyki (przynajmniej w opinii recenzenta). Rozdziat 10y wprowadza
kraty, przedmiot klasycznie zaliczany do Algebry Uniwersalnej. Rozdzial 11y zajmuje sie
topologiami (czyniac w ten sposéb uklon w strone koncepcji teorii mnogosci reprezen-
towanej przez Kuratowskiego). Rozdziat 12y poswiecony jest drzewom, zbiorom (czesciowo)
uporzadkowanym w ktorych odcinki poczatkowe sa dobrze uporzadkowane Tematyka ta
byta intensywnie badana w latach 70ych i ma znaczne zastosowania w Topologii. Rozdziat
13y poswiecony jest miarom na o-algebrach. Dziedzina ta cho¢ nalezy do szeroko pojetej
teorii funkcji rzeczywistych i probabilistyki, ma tez swoje metamatematyczne konsek-
wencje (n.p. istnienie liczb kardynalnych mierzalnych implikuje negacje aksjomatu kon-
struowalnosci). Rozdzial 14y, “Algebry Boole’a” jest, znowu, czescia Alebry Uniwersalnej,
a rozdzial 15, Teoria Ramseya” nalezy do pogranicza Kombinatoryki i Algebry. Mimo
ze, jak wspominam powyzej, sa to wszystko zagadnienia niejako poza gléwnym nurtem
badan teoriomnogos$ciowych, czesé ta napewno przyda sie edukacji kazdego doktoranta-
matematyka.

Krétsza od pozostalych czes¢ czwarta “Wokoét pewnika wyboru” reprezentuje soba
pewna niekonsekwencje. 7Z jednej strony autorzy zakiladaja od poczatku Pewnik Wyboru,
z drugiej, w owej ostatniej czesci badaja zdania réwnowazne pewnikowi wyboru (na
gruncie Teorii Mnogosci) jesli nie jest on zakladany. Jest to, moim zdaniem niejako



schizofreniczne. Ale czes¢ ta zawiera tez podstawowe fakty dotyczace Aksjomatu Deter-
minacji Mycielskiego i Steinhausai, po ponad 50 latach nowa prezentacje “paradoksal-
nego rozkladu kuli” Banacha i Tarskiego. Pierwsze wydanie KM zawieralo ten dowdd, ale
poézZniejsze juz nie.

Z opisu zawartosci recenzowanej ksiazki powinien czytelnik wnioskowaé ze jest to sze-
roko zakrojona i dobrze wyegzekwowana monografia Teorii Mnogosci. Ale trzeba tez
doda¢ ze aspekty metamatematyczne teorii mnogosci nie sa w zasadzie potraktowane w
zaden sposéb. Czes¢ trzecia przygotowuje czytelnika do zrozumienia pojecia forsingu
i, ogdlniej modelu boolowskiego teorii mnogosci. Od owej czesci trzeciej do dowod”u
niezaleznosci (powiedzmy) hipotezy kontinuum, juz tylko jeden krok. Szanuje prawo au-
toréw do wyboru materiatu i brak tego dowodu (znajdujacego sie, na przyktad w kiazce
Jecha “Set Theory”) jest usprawiedliwiony ogdlnym podej$ciem autoréw (w stylu Kura-
towskiego, nie za$ Mostowskiego). W skiazce z tak silnym naciskiem na zastosowania
topologiczne widoczny jest brak informacji o zbiorach analitycznych, koanalitycznych i
PCA (obecnych tak w KM jak i w monografii Guzickiego i Zbierskiego). Sa to dzialy
teorii mnogosci o klasycznych zastosowaniach w Topologii i Analizie.

Kwestie efektywnosci konstrukeji teoriomnogosciowych sa wiec calkowicie pominiete.
Autorzy zdaja sobie z tego sprawe wspominajac ze Godel udowodnil niesprzeczno$é uogdlnionej
hipotezy continuum i pewnika wyboru, To jest wlasnie przyczyna dla ktérej pewnik
wyboru przestal by¢ kontrowersyjny. 7 jednej strony wiemy ze nie prowadzi on do
sprzecznosci (o ile sama teoria mnogosci - bez owego pewnika jest niesprzeczna) z drugiej
jest to narzedzie bez ktérego matematykom trudno zy¢.

Autorzy uzywaja w niektérych miejscach pojecia “klasy” Wyjasnienia na temat tego
czym klasy sa zdaly mi sie gleboko niewystarczajace (ale moze to skutek tego ze owe 30
lat temu bylo to jedno z moich zainteresowari.) Pojawia sie klasa wszystkich zbioréw V' i
klasa liczb porzadkowych Ord. Czym sa te obiekty (bo wiemy ze nie sa zbiorami) nie jest
jasnym. Jakie sa reguly manipulowania klasami tez nie jest oczywistym.

p. Profesor Mostowski bez watpienia zarzucitby autorom niekonsekwentne podejscie
do spolszczania niektérych termindéw, a innych nie. Oto przyklady: autorzy mowia o
“forsingu” a nie o “wymuszaniu” o “tranzytywnosci” a nie o “przechodniosci”. Z drugiej
zas strony pojawiaja sie skroty od wyrazen angielskich “Cub” to “closed unbounded set”
(domkniety i nieograniczony zbidr liczb porzadkowych). ale nie méwiac dlaczego wlasnie
to jest skracane. Oczywiscie pokolenia wczesniejsze tlumaczyly, czasem, za wiele na polski
(n.p. p. Profesor Kuratowski uzywat terminéw takich jak krdl zamiast inf).

Ksiazka jest sczytana bardzo doktadnie, prawie jak by ja czytal Profesor Kuratowski
(ktory byt najlepszym korektorem wéréd matematykéw.)

Lemat Banacha (str. 28) to twierdzenie Knastera-Tarskiego (Knastra jak by powiedzial
p. Profesor Steinhaus) o fixpunkcie. Nieco zdziwit mnie wybdér dowodu twierdzenia
Halesa-Jewetta (p. 380 i dalej). Jest to argument nieefektywny, dowdéd Shelaha jest
bardziej efektywny.

Razi mnie nieco uzywanie imion (obok nazwisk). Moi nauczyciele polskiego (ale bylo to



50 lat temu) byliby niezadowoleni, szczegélnie ze imiona te pojawiaja sie tez w indeksie).
Oczywiscie kazdy jezyk naturalny ewoluuje, i moje poczucie dzisiejszego polskiego moze
by¢ catkowicie bledne.

Czas na konkluzje: Moje zarzuty to drobnostki. Recenzowana ksiazka ma szanse
by¢ klasykiem polskiej literatury matematycznej (w czwartym wydaniu, prawdopodob-
nie). Jest ona swiadectwem tego ze mimo catkowitego rozpadu warszawskich badan teori-
omnogosciowych (do ktérego, niestety, osobiscie przytozytem reki), dziedzina ta w Polsce
nie zanika. Bardzo za to jestem autorom wdzieczny.



